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Figura 1: Estimar o efeito causal de uma varidvel em outra nao é trivial e requer muitas suposigoes.
Uma anélise ingénua pode gerar grandes erros.
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1 Introducao

Em problemas de predigdo (aprendizado supervisionado), desejamos prever uma varidvel resposta
Y apds observar covaridveis x. Para isso, estimamos quantidades associadas a distribuicao de
probabilidade Y|X = x, como, por exemplo, a média condicional r(x) := E[Y|x] (Izbicki and
dos Santos, 2020). Em inferéncia causal, nosso objetivo é outro: queremos prever o valor de Y
quando fazemos uma intervencdo de modo a forcar X = x. Esses objetivos sao diferentes, pois a
intervencao pode alterar a medida de probabilidade associada ao problema. Vejamos um exemplo
que ilustra essa diferenca.

Exemplo 1 (Paradoxo de Simpson). Este exemplo é inspirado em um anélise de Jeffrey
Morrist. Seja H = I(hospitalizado) a varidvel que indica se um individuo é hospitalizado por
COVID durante o periodo do estudo, V' = I(vacinado) se ele tomou vacina e I = I(idoso) sua
faixa etdria. Vamos assumir que idosos se vacinam mais que jovens: P(V = 1|I = 0) = 0.5,
P(V =11 =1) = 0.9, e que 50% da populagdo é idosa, de modo que o Teorema de Bayes implica
que P(I = 0|V =1) =~ 0.357 e P(I = 0|V = 0) ~ 0.833. Além disso, vamos assumir que a vacina
protege tanto jovens quanto idosos, mas que idosos tém maior probabilidade de hospitalizacao,
com ou sem vacina:

P(H=1/I=0,V =1)=0.01

P(H =11 =0,V =0) = 0.02

P(H=1I=1,V =1)=0.05
(H=1 )

H=1I=1V=0)=0.10
Combinando essas probabilidades, temos entdao que

PH=1V=1)=PH=1V=1,T=0PI =0V =1)
YPH=1V=1,]=1)PI =1V =1)
~ 0.01 x 0.357 + 0.05 x 0.643 = 0.03572. (1)

Da mesma forma, temos que

P(H = 1|V = 0) ~ 0.02 x 0.833 + 0.1 x 0.167 = 0.03336. (2)

Concluimos das Equagbes 1 e 2 que P(H = 1|V =1) > P(H = 1|V = 0). Isso significa que é melhor
nao se vacinar? Nao! Essa desigualdade apenas mostra que, na populagao estudada, vacinados
tém mais chance de serem hospitalizados que nao-vacinados. Isto ocorre pois a maior parte dos
vacinados sao idosos, que tém maior chance de hospitalizagao que jovens mesmo quando vacinados.
Mas a vacina diminui a chance de hospitalizagao tanto em idosos quanto em jovens. Isso demonstra
que avaliar (ou estimar, no caso em que apenas temos uma amostra) P(Y = hospitalizacao|X =
vacinado) ndo responde a pergunta que temos interesse: se eu aplicasse a vacina a todos os
individuos da populagao, qual fracao ficaria hospitalizada?

Para escrever formalmente a pergunta que temos interesse, necessitamos introduzir uma lin-
guagem adicional. Utilizaremos para isso o operador do (faz). A operagiao do(V = 1) é entendida
como um intervengdo em um individuo: “forcamos” (em um thought-experiment) esse individuo a
tomar a vacina. Assim, no Exemplo 1, desejamos calcular P(H = 1|do(V = 1)). Em geral, temos
interesse em calcular

P(Y € Aldo(X = x))

para diversos eventos A de interesse. Existem duas principais linguagens para inferéncia causal;
cada uma define matematicamente o operador do de maneira diferente: a linguagem dos Potential

1 Aqui fizemos uma simplificacio para torna-lo mais didético; veja o exemplo original em https://tinyurl.com/
simpsoncovid.


https://tinyurl.com/simpsoncovid
https://tinyurl.com/simpsoncovid

Outcomes (possivel saidas) (Rubin, 2005) e a linguagem dos Structural Causal Models (modelos
causais estruturais) (Pearl, 2009), que faz uso de grafos causais. Ambas as teorias apresentam
diferentes perspectivas sobre o modelo problema, e frequentemente podem ser usadas complemen-
tarmente para fornecer diferentes insights. De fato, elas sao matematicamente equivalentes.

Neste texto assumiremos que conhecemos a estrutura causal do problema que estamos resol-
vendo. Mais especificamente, assumiremos que sabemos (i) quais sdo as varidveis relevantes para
ele (tanto as presentes quanto as ausentes no banco de dados) e (ii) como elas se relacionam cau-
salmente (ou seja, o que causa o que). Essa estrutura é um conjunto de suposicoes fortes que, na
maioria das vezes, ndo podem ser completamente testadas?.

Para resolver um problema de inferéncia causal, apos elicitar sua estrutura causal, devemos
verificar se o efeito que desejamos estimar é ou nao identificdivel. Em palavras, o efeito causal é
identificavel se ele pode ser estimado a partir dos dados medidos. Muitas vezes isso nao é possivel;
neste caso, dizemos que o problema é nao identificdvel. As ferramentas vistas a seguir nos ajudam
a verificar se, e como, um efeito causal é identificado. Note que o processo de identificacao
nao depende dos dados, apenas de nossas suposi¢oes (embora dados possam auxiliar em alguns
aspectos).

2 Potential Outcomes

Por simplicidade, vamos assumir que X € {0,1} (chamaremos aqui essa varidvel de tratamento).
Denotaremos por Y (1) o valor da varidvel resposta nesse individuo caso ele seja submetido a X =1
e Y(0) o valor caso ele seja submetido a X = 0. Assim, cada individuo tem associado a ele um par
(Y(0),Y (1)), chamado de potential outcomes. Contudo, somente um Y é observado na pratica:

Y =Y(0)I(se X =0)+Y(1)I(se X =1).

A varidvel ndo observada é chamada de contrafatual. Com essa nomenclatura, P(Y € A|do(X =
x)) é definido como P(Y (x) € A).

Em geral, ndo é razodvel assumir que X é independente do par (Y (0),Y(1)). Por exemplo, no
Exemplo 1, um individuo vacinado (X = 1) tem maior probabilidade de ser idoso, de modo que
ele possivelmente tem mais probabilidade de ser hospitalizado (com ou sem vacina). Em outras
palavras, esperamos que a distribui¢do de (Y(0),Y(1))|X = 1 seja diferente da distribuicao de
(Y(0),Y(1))|X = 0. Isso implica que, em geral,

P(Y € Aldo(X = 1)) :=P(Y(1) € A)
£P(Y(1) € AIX =1)=P(Y € A|X = 1),

de modo que as ferramentas usuais de regressdo (que visam estimar P(Y € A|X = xz)) néo
fornecerao uma estimativa do efeito causal. Contudo, é possivel estimar P(Y € Aldo(X = z))
em algumas situagoes. Veremos aqui duas formas de se fazer isso: (i) ajustar por varidveis de
confusdo e (ii) desenhar um experimento aleatorizado. Existem, contudo, outras maneiras de
estimar o efeitos causais em alguns casos como, por exemplo, quando varidveis instrumentais
estao disponiveis (Alves, 2021).

2.1 Ajuste por variaveis de confusao

Uma forma de tornar o efeito causal estimével é medir varidveis de confusao, que sao varidveis
que afetam tanto X quanto Y. Seja Z um vetor de varidveis de confusao. Se assumirmos que
todos os confundidores foram medidos (uma hipéteses frequentemente chamada de ignorabilidade),
conseguimos medir o efeito causal a partir de apenas dados observacionais (isto é, ndo é necessdrio
desenhar um experimento aleatorizado, como descrito na Secdo 2.2).

2Existe, contudo, uma extensa literatura sobre como descobrir estruturas causais (Glymour et al., 2019).



Suposic¢ao 1 (Todos confundidores medidos).
X € independente de (Y (0),Y (1)) condicionalmente em Z.

Para interpretar a Suposicao 1, vamos assumir, por simplicidade, que Y indica que um individuo
se recuperou (Y = 1) ou nao (Y = 0) de uma doenga. Segundo essa suposicao, P(Y (0) = 1|Z =
z,X =0)=P(Y(0) =1|Z =z, X = 1). Assim, ela implica que a probabilidade de um individuo
com covariaveis Z = z que nao foi submetido ao tratamento se recuperar sem ele é a mesma
caso ele tivesse sido alocado para receber o tratamento. Analogamente, essa suposicado também
equivale a P(X = 1|Z = z,(Y(0),Y(1))) = P(X = 1|Z = z), isto é, dado z, a probabilidade de
um individuo ser tratado nao depende das saidas (Y (0),Y(1)). Assim, no Exemplo 1, assumir
V 1L (H(0), H(1))|I implica que, dada a idade de um individuo, a probabilidade dele tomar a
vacina nao depende dos seus potenciais status de hospitalizacao (H(0), H(1)).

O seguinte teorema mostra como o efeito causal se relaciona com a distribuicao geradora dos
dados e, assim, indica como ele pode ser estimado a partir de dados observacionais.

Teorema 1. Sob a Suposicio 1,
P(Y € Aldo(X ==x)) = /IE”(Y € A|X =u2,Z = z)dP(z).

Demonstragao.

P(Y € Aldo(X = z))

P(Y(z) € A) Definicao

= [ P(Y(z) € A|Z = z)dP(z) Lei da probabilidade total
P(Y(z) € A|X = 2,Z = z)dP(z) Suposicao 1

I
—— —

P(Y € A|X = x,Z = z)dP(z). Definigao

O termo [P(Y € A|X = x,Z = z)dP(z) pode ser estimado com base em um conjunto de
dados, pois é uma funcao da distribui¢do conjunta dos dados. Exploraremos isso nos exemplos e
exercicios.

Exemplo 2. [Continuagao do Exemplo 1] Vamos assumir que a unica varidvel de confusdo é
a idade (Suposicao 1). Segue do Teorema 1 que

1
P(H =1|do(V =1)) = Z]P’(H =1V =1I=4P( =) =0.01 x0.5+0.05 % 0.5 =0.03.
i=0
Analogamente,
1
P(H = 1|do(V =0)) = ZIF’(H =1V =0, =¢)P(I =i)=0.02x 0.5+ 0.1 x 0.5 = 0.06,
i=0

de modo que P(H = 1|do(V = 0)) > P(H = 1|do(V = 1)) (é melhor se vacinar!).
|

E frequente termos interesse em funcdes de P(Y € Aldo(X = z)). Por exemplo, em um
contexto de regressao (isto é, Y € R), o efeito causal médio (ATE; average treatment effect), é
definido como

E[Y|do(X = 1)] — E[Y|do(X = 0)].

Essa quantidade pode ser estimada fazendo a diferenga entre duas fungoes de regressao.



Exemplo 3 (Estimacao do ATE). Seja p(z,2z) := E[Y |z, 2] a fungao de regressao de Y em (z, z).
Segue do Teorema 1 que

E[Y]do(X = 1)] — E[Y|do(X = 0)] = /IE(Y|X =1,Z = 2)dP(z) — /E(Y\X =0,Z = z)dP(z)

- / (1, 2)dP(z) — / 11(0,z)dP(z).

Assim, o ATE pode ser estimado via

n n

%Zﬁ(l,zi) - %Zﬁ(O,Zi), (3)

i=1 i=1

em que [i(z,z) é uma estimativa da regressdo p(z,z) obtida usando uma amostra aleatdria
(Xh Z17 Yl)a sy (Xn; Zn7 Yn)

O exemplo a seguir desenvolve esse estimador do ATE para o caso de um modelo linear.

Exemplo 4 (Modelo Linear). Suponha que a funcao de regressao seja linear, isto é, u(x,z) =
Bo + Bzx + BLz. Neste caso, segue do Exemplo 3 que

E[Y|do(X = 1)] — E[Y |do(X = 0)] = / (1, 2)dP(z) — / 11(0, z)dP(z)

= / (Bo + Bz x 1+ BLz)dP(z) — / (Bo + By % 0+ BLz)dP(z)
= Ba-

Em palavras, o coeficiente da regressao de Y em (X,Z) associado a X é uma estimativa do
efeito causal de X em Y desde que todas as varidveis confundidoras foram de fato medidas.
Assim, podemos fazer um ajuste via minimos quadrados para estimar E[Y |z, z] e utilizar 5, como
estimativa do ATE de X em Y.

Exercicio 1 (Regressao linear com interagoes). Faga um desenvolvimento similar ao do Exemplo
4, mas agora assumindo que o modelo linear inclui as interagoes entre x e cada componente de z.

Exercicio 2 (Regressao Logistica). Considere que Y € {0,1} e que P(Y = 1|x,z) é modelada por
uma regressao logistica. Derive estimadores para as seguintes quantidades:
e Causal difference risk: P(Y = 1|do(X = 1)) — P(Y = 1|do(X = 0)

o Causal risk ratio: W

sl

(Y
Y

1]do(X=1))
0[do(X=1))
T[do(X=0))
0[do(X=0))

2|

e Causal odds ratio:

2

Y
(6%

|

Exercicio 3 (Regressdo Linear - X Quantitativo). Mostre como a Suposigao 1 deve ser adaptada
para o caso em que X € R e mostre como definir o ATE neste caso. Mostre também quanto ele
vale no caso de um modelo linear.



2.2 Aleatorizacgao

Embora a Secao 2.1 mostre uma forma de estimar o efeito causal com base em estudos observaci-
onais, esta abordagem possui varias limitacoes na pratica:

e Nem sempre sabemos quais sao os confundidores
e Nem sempre podemos medir todos os confundidores

e E fundamental que o modelo usado para estimar a funcdo de regressdo seja corretamente
especificado

Uma forma alternativa de tornar o efeito causal estimavel com menos suposicoes é aleatorizar
X. Isto é, definiremos X ~ Ber(p) para algum 0 < p < 1. Com isso, por construcao teremos que
X é independente de (Y'(0),Y (1)), de modo que

PY € Aldo(X =2)) =PY (z) € A) =P(Y (z) € A|IX =z) =P € A|X =ux),

isto é, o efeito causal é exatamente P(Y € A|X = z), que podemos estimar com métodos usuais.

Ao contrario do que métodos baseados em controle por confundidores, aleatorizar requer menos
suposicgoes para derivar efeitos causais. Contudo, nem sempre é possivel aleatorizar (tanto por
restrigoes fisicas quanto por restrigoes éticas).

3 Grafos Causais

Neste abordagem, representamos nosso conhecimento causal sobre as varidveis envolvidas em um
problema, através de um grafo?. A partir desse grafo, podemos derivar quais varidveis devem ser
incluidas no férmula do ajuste (que sera novamente derivada aqui utilizando essa nova nomencla-
tura).

3.1 Grafos Direcionados Aciclicos (DAGs)

Um grafos direcionado aciclico (DAG) é uma representacdo grifica da estrutura de dependéncia
de um vetor aleatério W := (W7, ..., Wy) em que cada vértice representa uma varidvel. Veja um
exemplo na Figura 2. Em um DAG, se ha uma seta de W; até W;, dizemos que W; é pai de W;.
Denotamos por m(W;) o conjunto de todos os pais do vértice W;. Para que um DAG represente
adequadamente a estrutura de dependéncia de W, a seguinte decomposicao deve valer:

d

p(w) = [T p(wilr(w)).

i=1

Um DAG permite que diversas independéncias condicionais sejam derivadas facilmente. Por exem-
plo, em um DAG, temos que

W; é independente de W' condicionalmente em m(W;), (4)

em que W’ representa todas as demais varidveis além de W;, w(W;) e os descendentes de W;. Por
exemplo, o DAG da Figura 2 implica que Wy 1L W1|W;5 e Wo 1L W5|W; (entre outros).

3Grafos causais sdo um componente de uma abordagem chamada Structural Causal Models; veja (Pearl, 2009).



Figura 2: Exemplo de DAG.

Exercicio 4. Derive trés independéncias condicionais implicadas pelo DAG da Figura 3.

Figura 3: DAG do Exercicio 4.

Grafos tém muitas aplicagoes em estatistica nao relacionadas com causalidade. Para que um
DAG também seja 1til em inferéncia causal, devemos atribuir a ele uma interpretacao causal.
Chamaremos um DAG de um DAG causal se ele codificar corretamente efeitos causais, no sentido
que se hd uma flecha de W; a W, entdo W; é uma causa direta de W;.* A Figura 4 (esquerda)
ilustra um DAG causal que pode ser associado ao Exemplo 1. Ao explicitar um grafo causal,
assumimos que todas as varidveis relevantes ao problema estao inclusas nele. Por exemplo, se
também achamos que a varidvel sexo é tal que Vacina < Sexo — Hospitalizacao, entao ela deve
ser incluida no modelo para que as conclusoes causais sejam corretas.

Dado um DAG causal, o efeito de uma intervengéo pode ser representado através da remocao
de algumas flechas. Mais especificamente, representamos o efeito da intervengao do(X = z) remo-
vendo todas as flechas que chegam em X. A Figura 4 (direita) ilustra o efeito de uma intervengao
em vacina no Exemplo 1. Assim, a intervengao induz uma nova medida de probabilidade para as
varidveis do grafo, que denotaremos por Pyo(x—5), que é usada para definir o efeito causal. Nesta
abordagem, o efeito causal de X em Y é definido através de

P(Y S A|dO<X = .’L‘)) = Pdo(X:m) (Y < A|X = ZC)

4Dizemos que W; é uma causa de W; se W; é uma causa direta de W;, ou de alguma outra causa de W;.



(a) DAG original (b) DAG apés a inter-
vengao em vacina

Figura 4: Esquerda: grafo original para o Exemplo 1. Direita: grafo apds a intervencao na varidvel
“Vacina”.

No contexto de DAGs, um vetor Z é um vetor de confusao possui a estrutura do DAG da Figura
5. Neste caso, o efeito causal de X em Y pode ser facilmente calculado utilizando a corregao dada
pelo seguinte teorema.

Figura 5: Neste DAG, Z confunde o efeito de X em Y.
Teorema 2. Sob o DAG da Figura 5,
P(Y € Aldo(X =x)) = /IP’(Y € AlX =z,Z = z)dP(z).

Demonstragdo. Primeiramente, note que p(x,y,z) = p(z)p(z|2)p(y|T,2) € pao(x=z)(Z,Y,2) =
p(2)I(z = zo)p(y|z, z). Assim,

P(Y €Aldo(X = z)) = Pao(x=2)(Y € A|X = 1) Definigao
= /IP’dO(X:I)(Y €AIX =2,Z = 2)dPyo(x=2)(2|X = ) Lei da probabilidade total
= /IP’dO(X=x) (Y e AX =2,Z = 2)dPyo(x=0)(2)- DAG da Fig. 5 apés intervencao
= /IP’(Y € A|X =x,Z = z)dP(z). Invariancia dessas [P’s nos DAGs

[ |

Assim, a formula de ajuste dado pela teoria de DAGs (Teorema 2) é a mesma que aquela
apresentada no contexto de potential outcomes (Teorema 1).

Exercicio 5. Argumente, na linguagem de DAGs, porque aleatorizar X faz com que seja possivel
estimar o efeito causal de X em Y diretamente.

3.1.1 Quais varidveis controlar?

A derivagao que fizemos da férmula do ajuste (Teorema 2) assume que a relagdo de Z com X
e Y é dada pelo DAG da Figura 5. Contudo, nem toda varidvel é uma varidvel de confuséo.



Mostraremos, agora, que incluir uma varidvel que nao é de confusao na férmula do ajuste (Teorema
2) pode ser extremamente perigoso, no sentido que férmula do ajuste ndo necessariamente retorna
P(Y|do(X = z)) se incluimos essas varidveis nela. Ilustraremos esse fendémeno aqui com um tipo
de varidvel que é particularmente danosa caso seja incluida na férmula do ajuste: um collider. Z
é um collider (colisor) se ele possui a estrutura dada pelo DAG da Figura 6. Informalmente, Z é
um collider se ele é consequéncia tanto de X quanto de Y. O exemplo a seguir mostra que nao
devemos condicionar em colliders ao se estimar o efeito de X em Y.

Figura 6: Neste DAG, Z é um collider.

Exemplo 5. [Collider no exemplo da vacina.] Consideremos agora uma modificagdo do
Exemplo 1. Nesta versao, aplicamos uma vacina que nao foi desenhada para COVID, mas sim
para combater uma outra doenga pega frequentemente em ambientes hospitalares (mas nao apenas
neles). Seja D = [(doenca) a varidvel que indica se um individuo contraiu essa doenga no periodo
do estudo. Assim, as suposi¢oes causais feitas aqui sdo dadas pelo DAG da Figura 7.

Figura 7: DAG do Exemplo 5. D representa uma doenga que é evitada pela vacina, mas que pode
ser causada por hospitalizagoes por outras doencas.

Segundo este DAG, P(H|do(V = 1)) = P(H), de modo que de fato ele implica que a vacina néo
é eficaz contra hospitalizagoes por COVID. Contudo, se usamos a férmula da corregio (Teorema
2) como se D fosse uma varidvel de confusao, poderfamos checar & conclusio que a vacina é eficaz.
De fato, se P(H=1)=1/2,P(V=1)=01,P(D=1H=0,V=0)=01,PD=1H=1,V =
0)=05PD=1H=0V=1)=0eP(D=1H =1,V =1) = 0.1, temos que a formula da
correcao que usa D como varidvel de confusao indica que

P(H=1D=1,V=1P[D=1)+PH=1|D =0,V =1)P(D = 0) ~ 0.62.

Se fosse apropriado usar essa férmula para calcular P(H|do(V = 1)), concluirfamos entdo que
P(H|do(V = 1)) > P(H) (ou seja, que a vacina previne hospitalizagdes por COVID), o que é uma
contradi¢do com o DAG.

Exercicio 6. [Mediacao.] Neste exercicio, veremos outro tipo de varidvel que néo deve ser usada
na férmula de ajuste, um mediador. Para isso, voltemos ao exemplo da vacina. Desta vez, vamos
considerar além de V' (vacinacao) e H (hospitalizagdo), a varidvel M (a varidvel que indica se um
individuo usa méscaras). Vamos assumir o DAG da Figura 8. Em palavras, vamos considerar
que um individuo ser vacinado por fazer com que ele deixe de usar méscaras (por exemplo), e
que mascaras também mudem a chance de hospitalizacao. Formalmente, M media o efeito de V'

10



em H. Argumente que, nesse caso, a férmula do ajuste com M ndo retorna, necessariamente,
P(H € Aldo(V = v)). Qual passo da demonstracao deste teorema falha?

Figura 8: DAG do Exemplo 6.

H4 casos em que condicionar em algumas varidveis nao € necessario, mas também nao invalida
a andlise (no sentido de que se elas forem adicionadas & férmula do ajuste, essa ainda retornard
P(Y € Aldo(X = x))), como mostra o seguinte exercicio.

Exercicio 7. [Controle por outras varidveis explicativas.] Dé um exemplo de problema
para o qual o DAG da Figura 9 seja compativel. Mostre que, sob esse DAG, utilizar a férmula do
ajuste controlando por (Z, W) retorna P(Y € Aldo(X = x)). Mostre o mesmo controlando apenas
por Z. Conclua que ambas as escolhas sao vdlidas. (Controlar por (Z, W), contudo, por levar a
uma diminui¢do da varidncia da estimativa do efeito causal; Cinelli et al. 2021.)

Figura 9: DAG do Exercicio 7.

Veja Cinelli et al. (2021) para diversos outros exemplos em DAGs mais complexos que os estu-
dados aqui. Veja também Textor et al. (2016)° para uma ferramenta simples que automaticamente
calcula quais varidveis devem ser incluidas na férmula do ajuste para que seja possivel estimar um
efeito causal em DAGs mais complexos. A matematica por tras dessas derivagoes é chamada de
do-calculus e pode ser encontrada em Pearl (2009).

4 Inverse Probability Weighting e Propensity Scores

A férmula do ajuste (Teoremas 1 e 2) nos fornece uma maneira de estimar o efeito causal de X
em Y caso seja possivel medir todos os confundidores Z. Em outras palavras, ela mostra como o
efeito causal se relaciona matematicamente a distribuicao do dados observaveis. Essencialmente,
ele mostra que basta adicionar os confundidores Z como covaridveis na regressao de Y em X para
se obter uma estimativa do efeito causal. Contudo, para que esse efeito seja bem estimado, é ne-
cessario que o modelo de regressdo seja corretamente especificado. Algumas maneiras alternativas
para estimar efeitos causais na presenca de confundidores podem ser criadas a partir do escore de
propensao (propensity score), que estudamos nessa se¢ao.

Shttp://www.dagitty.net/dags.html#
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Por simplicidade, vamos assumir que o tratamento X € {0,1}. O escore de propensao ¢ a

fungao
e(z) :=P(X = 1|z).

Em palavras, essa funcao mede a probabilidade de um individuo ser tratado dadas as suas varidveis
de confusdo z. Em estudos observacionais, e(z) ndo pode ser calculado, mas, caso se as varidveis
de confusao sejam medidas, pode-se estimé-lo (por exemplo, com uma regressao logistica de X em
Z). A seguir veremos duas maneiras de utilizar esse escore.

4.1 Inverse Probability Weighting (IPW)

Uma forma de se usar escores de propensao é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3. Sob a Suposicio 1,

E[Y|do(X =1)] =E {YH()((Z)D} .

e

Demonstragao.

E[Y|do(X =1)] = /E(Y\X =1,Z =1z)dP(z) Teorema 1

= [ [wtvlz.x = Dagar)
// L X )dydz

//Zy]I P

=0

YI(X =1
=K {((Z))] Lei do estatistico inconsciente
e

O Teorema 3 indica que se €(z) é uma estimativa do propensity score, entdo pode-se estimar
o ATE via

1 Y]I =1) 1 &YX =0)
Z ) n; 1-2e(Z;) ’ (5)

em que (X1,Z1,Y1),...,(Xn, Z,,Y,) é uma amostra aleatéria. Idealmente, a amostra usada para
calcular essa estimativa deve ser diferente da amostra usada para estimar e(z). Para que a Equagao
5 seja uma boa estimativa, o propensity score deve estar bem estimado. Além disso, €(Z;) nao
pode ficar proximo de zero nem um, caso contrario a estimativa do ATE terd uma variabilidade
muito grande.

4.1.1 Estimador duplamente robusto

A ideia do estimador duplamente robusto é combinar os estimadores das Equagées 3 e 5 de modo
a se obter um estimador mais robusto. Mais precisamente, ele é desenhado de forma que tenha
bom desempenho se o modelo para u(x,z) ou e(z) for razodvel (ou seja, ele é robusto ao caso de
um dos modelos ser ruim).

O estimador duplamente robusto do ATE é definido por

1 ) (Vi —i(1Z:) 0 o] L [UX =0) (Vi —(0,Z) .,
Z[ 272 +u(1,zz)] n}_;[ ez +7(0,Z:)| . (6)

Para notar que esse estimador de fato é robusto, observe que:
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e Se a estimativa de p(z,z) for boa, entao

L —1 (1.7 - .0 .
[ =D HLZ] L p [ =00 FO.2))]
e(Z;) 1—e(Z;)
Assim, pela lei dos grandes nimeros, segue que
LN IO =D 0= L2) 1R I =0 (Y i0.2)
n = e(Z;) n = 1—e(Z;)

e, assim, o estimador duplamente robusto é aproximadamente o estimador da Equacao 3.
Ou seja, caso p seja bem estimado, o estimador néo usard os propensity scores.

e Se a estimativa de e(z) for boa, entao

I(X; =1) —e(Z)
. [ az)

Como a Equagao 6 pode ser reescrita como

&(Z) — (X, = 1))
- a(Z,)

u(l,Z,;)] ~0e E[

n

1= [I(X;=1)Y;, IX,=1)—¢Z) . 1 I(X;=0Y;, @eZ)-IX;,=1)_.
n;{(g@) CIXi=1) <>N<1’Zi)]_ Z[( i _@Z) -I(X; = 1)

= - = - = 2
e(Z) —~ | 1-e(Z) 1—e(Z;)
concluimos que, nesse caso, o estimador duplamente robusto é aproximadamente da Equagao
5. Ou seja, caso e seja bem estimado, o estimador nao usard ji.

4.2 Propensity score como redugao de dimensao

O propensity score pode ser visto como uma transformacao das varidveis de confusdo Z para [0, 1].
O seguinte teorema mostra que essa transformagao ainda permite que o efeito causal de X em Y
seja estimado.

Teorema 4. Sob a Suposicio 1,
X € independente de (Y (0),Y (1)) condicionalmente em e(Z).

Segue dos Teoremas 1 e 4 que
P(Y € Aldo(X =2x)) = /]P’(Y € AIX =uz,e(Z) = e)dP(e).

Em particular, esse resultado implica que podemos estimar o ATE fazendo uma regressao de Y no
par (z,e(z)). Isto é, ndo é necessdrio adicionar z como um todo. Claro, na pratica temos primeiro
que estimar e(z). Esse resultado também sugere outras formas de usar o propensity score, como
matching (Rosenbaum and Rubin, 1983), que ndo exploramos aqui.

4.3 Propensity scores em estudos aleatorizados

Muitas vezes, podemos fazer um estudo aleatorizado em que cada individuo nao tem a mesma
probabilidade de pertencer ao grupo que recebe o tratamento. Essas probabilidades sao pré-
determinadas a partir de covaridveis z. Neste contexto, o propensity score e(z) é conhecido, e
podemos usar as ferramentas descritas acima para estimar o efeito causal sem precisar estimar
e(z).

Exercicio 8. Considere o banco de dados synthetic_data.csv, disponivel em https://github.
com/grf-labs/grf/tree/master/experiments/acic18. Esses dados sao inspirados no The Nati-
onal Study of Learning Mindsets. Neste estudo, alguns estudantes de escolas publicas nos Estados
Unidos foram convidados a assistir uma palestra. O objetivo do estudo é avaliar se essa palestra
foi capaz de alterar a mentalidade dessas pessoas de modo a melhorar seu desempenho académico.
Responda as seguintes perguntas:
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Quais das variaveis disponiveis vocé acha que sao varidveis de confusao?
e Estime o ATE usando um modelo de regressio linear simples (sem confundidoras).

e Estime o ATE usando um modelo de regressao linear simples, adicionando as varidveis que
vocé acredita ser de confusao.

e Estime o propensity score usando uma regressao logistica. Mostre a distribuicao desse score
nos dois tratamentos. Interprete os resultados.

e Estime o ATE usando o Teorema 4.
e Fstime o ATE usando uma regressao linear com o propensity score como covariavel.
e Estime o ATE usando o estimador duplamente robusto (Equacao 6).

e Repita os itens que dependem do propensity score usando uma estimativa por floresta
aleatoria.

e Como se comparam as estimativas do ATE que vocé obteve? Qual vocé utilizaria no problema
real? Justifique.

5 Exemplo: estimando contrafatuais

Por vezes, temos interesse em estimar contrafatuais. Ou seja, desejamos estimar o que teria
ocorrido se uma decisao diferente tivesse sido tomada. Aqui descrevemos uma forma como isso
pode ser feita em um contexto bem especifico. Assumiremos que temos T séries temporais e que
uma intervencao é feita em um dado momento apenas na primeira dessas séries. Desejamos entao
estimar o que teria acontecido com essa séries se a intervengao ndao houvesse sido feita nela. Para
isso, utilizarmos a ideia de controles sintéticos (Abadie et al., 2010), que consiste em utilizar as
séries que nao sofreram intervengao para modelar o contrafatual da primeira série.

Para tornar o exemplo mais concreto, utilizaremos o modelo usado por Izbicki et al. (2021)
para medir quantas hospitalizagbes foram evitadas até Maio/2021 em em individuos maiores de
65 anos por conta da vacina para COVID. Para isso, precisamos estimar quantas hospitalizagoes
teriamos nesse grupo caso ele nao tivesse sido vacinado.

Denotaremos por Y; y o nimero de internados com COVID na faixa etaria f (f =1,...,F)
no dia t (¢t = 1,...,T). Os potential outcomes serdo denotados por Y; ¢(v), em que v = 1
representa esse nimero caso esse grupo ja tenha sido submetido & vacina no instante ¢, e v = 0
indica 0 mesmo numero caso esse grupo nao tenha sido submetido a vacina. Vamos assumir que
a intervengdo (a vacina) no grupo de interesse (sem perda de generalidade, f = 1) ocorreu no
instante to e que, até o final do estudo, os outros grupos néo sofreram efeito dessa intervencao.
Seja Y; ' (v) = (Yi2(v),...,Y:r(v)). Assumiremos que

Vi (0) =60+ BY; H0) +eg, t=1,...,T (7)
com (e f), P S N(0,0?), embora a abordagem de controles sintéticos seja muito mais geral.
Como Y; ; =Y, ;(0) para todo f et < o, a Equac@o 7 implica que

Yii=B80+BY, ' tey t=1,...,Tp—1

o que sugere que podemos estimar os parametros desse modelo (8y,3 e ¢?) via uma regressao
linear por minimos quadrados com os dados até Tp. Além disso, como Y; 1 = Y; ;(0) para todo
t > Ty, observamos yy r(0) para todo t > Tj, de modo que podemos estimar o contrafatual no
grupo 1 via .

Yi1(0) =B+ BY;H0), t=Tp,...,T.
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Como medimos Y; 1 (1) para t > T, podemos entao avaliar Y; 1 (1) —}Afm (0) para ter uma estimativa
do efeito que a intervencao teve em cada instante.

Em Izbicki et al. (2021), utilizamos como tnico grupo sintético a populagio entre 55 e 62 anos,
pois esse grupo ainda néo havia recebido a vacina no perfodo analisado e era mais préximo (em
termos de comportamento) do grupo idoso, de modo que ele é mais informativo para modelar o
comportamento deste. Os resultados deste modelo para o estado de Sdo Paulo encontram-se na
Figura 10. Note que o modelo realmente se ajusta bem antes da intervencao.

— real
—— without vaccines (projection)
— fitted model

<
8
8

2
2
8

New hospitalizations due to
SARI-COVID in elderly patients (>65)

@
8
8

1st dose 90+
1st dose 80+
1stdose 70+
1st dose 65+

Apr/20 May/20 Jun/20  Jul/20 Aug/20 Sep/20 Oct/20 Nov/20 Dec/20 Jan/21 Feb/21 Mar/21  Apr/21 May/21

Figura 10: contrafatual estimado para o niimero de internagoes evitadas em idosos devido a vacina.
Extraido de Izbicki et al. (2021).

Existem muitos outros atalhos para derivar contrafatuais em situagoes especificas, como DID
e Discontinuidade (Alves, 2021).
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